3. cviceni - teorie

Lebesguetiiv integral je jedno z témat teorie miry a integralu. Vic rozebran je zde: https://www.karl
in.mff.cuni.cz/"rataj/TMI/TMI-text_2023.pdf.

Definice. Borelovska o-algebra na R" je nejmensi o-algebra podmnozinu R™ obsahujici vSechny oteviené
podmnoziny R™. Prvek borelovské o-algebry nazyvame borelovskid mnozZina.

Definice. Funkce f: R” — R je borelovsky méritelna, pokud pro kazdou borelovskou mnozinu B v R
plati, ze f~1(B) je borelovska v R™.

Definice. Funkce f: R™ — R je jednoducha, pokud f(R") je konena mnoZzina.

Definice. Necht f: R™ — R je jednoduché& méfitelna funkce a mnoziny Ay, ..., Ay C R" jsou méfitelné a
a1, T€ A

ai,...,ar € R jsou takové, ze f(z) = ... Pak Lebesgueiiv integral z f je definovan jako
ag, T € Ag.

k
f@) dA\(@) =) ai- A(Ay).
R i=1

Véta (Fubiniova). Bud M C R? a f: M — R je integrovatelna funkce na M. Oznaéme 71(M) = {z €
R: 3y € R: (z,y) € M}. Pro x € m; (M) definujme mnozinu M, = {y € R: (z,y) € M}. Pak plati

/M F(, ) d(z,y) = / - /Mz Fe,y) dy d.

Analogicky lze definovat mo(M) = {y € R: 3z € R: (z,y) € M} a pro y € mo(M) definujme MY =
{z € R: (z,y) € M}. Pak plati

M (M) J My

Véta (o substituci). Bud G C R? oteviend mnozina a necht funkce ¢1,p2 € C'(G) a zobrazeni
©: G — R? definované predpisem o(x,y) = ((p1(,y), pa(x,y)) necht je prosté. Dale piedpokladejme, Ze
determinant (tzv. jakobian)

Bl (z,y) H(x,y)
JQO(:U7 y) =

0 2]
(zy) Fzy)

je nenulovy v kazdém bodé (z,y) € G. Necht M C ¢(G), mnoziny M a ¢~ (M) jsou omezené a konvexni
a funkce f: M — R je omezen4 a spojita na M. Pak plati

/ f(zw) d(z,w) = / £ (@,9)) o(@,9)] (1),
M e~ (M)

pokud je alespon jeden z téchto integralt definovan.

Matematika 3, 2024 /25 1


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~rataj/TMI/TMI-text_2023.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~rataj/TMI/TMI-text_2023.pdf

